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PHẦN A. GIẢI TÍCH

CHƯƠNG I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ.

Nhắc lại:     Các công thức đạo hàm cơ bản
                                                1. (u + v + w)’ = u’ + v’ + w’
  2.  (k.u)’            = k.u’
  3.  (u.v)’            = u’v + uv’

  4.  

5.  

  6.  y’x = yu’..u’x
Bảng đạo hàm
	


	






                                            §1. ĐẠO HÀM CẤP HAI

A. LÝ THUYẾT
Định nghĩa: Giả sử hàm số y = f(x) có đạo hàm tại tại mọi điểm x  (a;b). Khi đó, hệ thức y’ = f’(x) là một hàm số mới trên khoảng (a;b).
                Nếu hàm số y’ = f’(x) có đạo hàm tại x thì ta gọi đạo hàm của y’ là đạo hàm cấp hai của hàm số y = f(x) tại x và kí hiệu là: y” hoặc f”(x).
Chú ý: - Đạo hàm cấp 3 của hàm số y = f(x) được định nghĩa tương tự và kí hiệu là y’” hoặc f’”(x) hoặc f(3)(x).
-  Cho hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp n-1, kí hiệu là f(n-1)(x)  (nN và n≥4)
Nếu f(n-1)(x)  có đạo hàm thì đạo hàm của nó đươc gọi là đaạo hàm cấp n của f(x) . Kí hiệu là: y(n)(x)  hoặc f(n)(x)

f(n)(x) = (f(n-1)(x))’
Ví dụ 1:
Cho y = x5 thì  y’  = 5x4 ;  y” = 20x3  ;  y”’= 60x2
B. BÀI TẬP 
Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số :





§2.TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ

I. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ
1. [bookmark: bookmark9]Nhắc lại định nghĩa
Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn ( nửa khoảng). Giả sử hàm số y = f(x) xác định trên K. Ta nói:
Hàm số y = f(x) đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp x1, x2 thuộc K mà x1 nhỏ hơn x2 thì f(x1) nhỏ hơn f(x2), tức là
x1 < x2 => f(x1) <f(x2) ;
Hàm số y = f(x) nghịch biến (giảm) trên K nếu với mọi cặp x1, x2 thuộc K mà x1 nhỏ hơn x2 thì f(x1) lớn hơn f(x2), tức là
x1 < x2 => f(x1) >f(x2) ;
Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là đơn điệu trên K.
2. 2.  Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm
Ta thừa nhận định lí sau đây
             Cho hàm số y =f(x) có đạo hàm trên K.
a) Nếu f’(x) > 0 với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) đồng biến trên K.
b) Nếu f’(x) < 0 với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên K.
II - QUY TẮC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ
 1. Quy tắc
1. Tìm tập xác định. Tính f’(x)
2. Tìm các điểm tại đó f’(x) bằng 0 hoặc f’(x) không xác định.
3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên.
4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số.
2.  Áp dụng
 Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số   y = x3  3x + 1.
                                      Giải:
· TXĐ: D = R.
· y' = 3x2  3.
· y' = 0  x = 1 hoặc x = 1.
· BBT:
x              1        1       + 
y'              +    0      0    +
y





Kết luận: Hàm số nghịch biến trên khoảng  và đồng biến trên khoảng 
BÀI TẬP
      Xét tính đơn điệu của các hàm số sau: 

a. 

b. 

c. 

d. y = 
e. y = [image: ]      
f. y = [image: ] 








§3. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ


I. KHÁI NIỆM CỰC ĐẠI, CỰC TIỂU



Định nghĩa: Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên khoảng (a ; b) (có thể a là ; b là và điểm .
a) 

Nếu tồn tại số h >0 sao cho f(x) <f(x0) với mọi và thì ta nói hàm số f(x)  đạt cực đại tại x0.
b) 

Nếu tồn tại số h >0 sao cho f(x) >f(x0) với mọi và thì ta nói hàm số f(x)  đạt cực tiểu tại x0.
    Điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị.
Giá trị cực đại và cực tiểu được gọi  chung là cực trị.
II. ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM SỐ CÓ CỰC TRỊ 


Ta thừa nhận định lý sau đây
Định lí 1
Giả sử hàm số y = f(x) liên tục trên khoảng  và có đạo hàm trên K hoặc với h >0.
a) 

Nếu f’(x)>0 trên khoảng và f’(x)<0 trên khoảng thì x0  là một điểm cực đại của hàm số f(x) 
b) 

Nếu f’(x)<0 trên khoảng và f’(x)>0 trên khoảng thì x0  là một điểm cực tiểu của hàm số f(x) 

	x
	x0-h         x0           x0+h

	f’(x)
	      -         0      +

	f(x)
	                
                fCT


	X
	x0-h         x0           x0+h

	f’(x)
	        +       0       -

	f(x)
	                 fCĐ








III. QUY TẮC TÌM CỰC TRỊ
QUY TẮC I
1. Tìm tập xác định. Tính f'(x)
2. Tim các điểm tại  đó f'(x) bằng 0 hoặc f'(x) không xác định.
3. Lập bảng biến thiên.
4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị.




Ví dụ 1: Tìm các điểm cực trị của các hàm số  
                                             Giải:
D = R


 x              1        1       + 
y'              +    0      0    +
y                     3        
                                -1

x = -1 là điểm cực đại
x = 1 là điểm cực tiểu
	Định lí 2:

             Giả sử hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp 2 trong khoảng , với h > 0. Khi đó:
a) Nếu f'(x0) = 0,  f"( x0) > 0 thì x0 là điểm cực tiểu. 
b) Nếu f'(x0) = 0,  f"( x0) < 0 thì x0 là điểm cực đại. 
      Áp dụng Định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của  một hàm số.
 	QUY TẮC II
1. Tìm tập xác định. Tính f'(x).
2. 
Giải phương trình f'(x) = 0 và kí hiệu  là các nghiệm của nó.
3. Tính f'(x) và,  f"( xi)
4. Dựa vào dấu của f"( xi) suy ra tính chất cực trị của điểm xi. 
Ví dụ 2: Tìm cực trị của hàm số Tìm các điểm cực trị của hàm số
       f(x) = x4 – 2x2 + 1
                                  Giải
Tập xác định của hàm số: D = R
f’(x) = 4x3 – 4x = 4x(x2 – 1)

f’(x) = 0 ; x = 0
f”(x) = 12x2  - 4

f”([image: ]1) = 8 >0 x = -1 và x = 1 là hai điểm cực tiểu

f”(0) = -4 < 0 x = 0 là điểm cực đại


BÀI TẬP
1. Áp dụng quy tắc I tìm các điểm cực trị của các hàm số sau:

          a. 

          b. 
2. Áp dụng quy tắc II, tìm điểm cực trị của các hàm số sau:

        a. 




















      §4. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ

I. ĐỊNH NGHĨA
  Cho hàm số  y = f(x) xác định trên tập D.

   a) Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = f(x) trên tập D nếu f(x) < M với mọi x thuộc D và tồn tại  sao
cho f(x0) = M.

Kí hiệu 

b) Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y =f(x) trên tập D nếu f(x) > m với mọi x thuộc D và tồn tại sao cho f(x0) = m.

Kí hiệu  

   Ví dụ 1:
Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số   
                                Giải:
D=R


 x                  2       + 
 y'                    0     +
                                           
 y                     -1


Vậy 
II. CÁCH TÍNH GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ TRÊN MỘT ĐOẠN
1. Định lý
Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó.
[bookmark: bookmark27]2.  Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục trên một đoạn
Quy tắc 1:
1. 
Tìm các điểm  trên khoảng (a ; b), tại đó f'(x) bằng 0 hoặc f'(x) không xác định.
2. 
Tính 
3. Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Ta có




Ví dụ 2: Tìm GTLN của hàm số  trên 
                                        Giải
 D=R












 trên        trên 
BÀI TẬP
1. Lập bảng biến thiên và tìm GTLN, GTNN của các hàm số sau:

a. 

b. 

c. 

d. 
2. Tìm GTLN,GTNN của hàm số:

a. 

b. 

c. 













§5. TIỆM CẬN

I. ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG



 Định nghĩa 1. Cho hàm số y = f(x) xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng  hoặc ). Đường thẳng y = y0 là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y =f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn


Ví dụ 1:

Tìm TCN của đồ thị hàm số 
                                       Giải

  

Hoặc  

Tiệm cận ngang 
    II. ĐƯỜNG TIỆM CẬN ĐỨNG
Định nghĩa 2. Đường thẳng x = x0 được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số y =f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn




Ví dụ 2: Tìm TCĐ của đồ thị hàm số 
                                                 Giải 

  

Hoặc  
Tiệm cận đứng  x=5

CHÚ Ý 

Cho hàm số 


                                           suy ra TCN 



                      hoặc           suy ra TCĐ 
BÀI TẬP
1. Tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số

a. 

b. 

c.















 §6.  KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ

I.  SƠ ĐỒ KHẢO SÁT HÀM SỐ
1. [bookmark: bookmark36]Tập xác định
Tìm tập xác định của hàm số
2. [bookmark: bookmark37]Sự biến thiên
· Xét chiều biến thiên của hàm số:
+ Tính đạo hàm y';
+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm y' bằng 0 hoặc không xác định ;
+ Xét dấu đạo hàm y' và suy ra chiều biến thiên của hàm số. 
· Tìm cực trị.
· Tim các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có).
· Lập bảng biến thiên (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên).
3. [bookmark: bookmark38]Đồ thị
Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị.
II.  KHẢO SÁT MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC VÀ HÀM PHÂN THỨC

1. Hàm số bậc ba 
	
	a > 0


	a < 0

	   Phương trình
y”=0
   có hai nghiệm 
   phân biệt
	[image: ]



	[image: ]

	   Phương trình 
y”=0
 có nghiệm kép
	
[image: ]



	[image: ]

	   Phương trình
y”=0
   vô nghiệm
	[image: ]

	[image: ]




Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  
                               Giải
TXĐ :    D=R
    y’ = 3x2 + 6x
    y’ = 0 3x2 + 6x = 0
               x = 0 => y = -4
                   x = -2 => y = 0 
   

 ( x3 + 3x2 - 4) = - 

( x3 + 3x2 - 4) = + 
BBT
	x
	-     -2        0        +

	y’
	      +  0    -   0    +

	y
	0 +
-                 -4 



Hàm số đồng biến trên (- ;-2 ) và ( 0;+)  
Hàm số nghịch biến trên ( -2; 0 )
Hàm số đạt CĐ tại x = -2 ; yCĐ=0
Hàm số đạt CT tại x = 0; yCT= -4     



 x    -3   -1   1

y     -4   -2   0
 

[image: ]
Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  


                              Giải:
TXĐ: D=R
y’= -3x2 +6x - 4

y’ < 0, 


;   
BBT
	x
	-                       +

	y’
	                -

	y
	+
                            -


Điểm đặc biệt: (1; 0);  (0; 2)
[image: ]

2. Hàm số bậc bốn 
	
	a > 0
	a < 0

	 Phương trình
y”=0
có ba nghiệm phân biệt
	[image: ]
	[image: ]

	   Phương trình
y”=0
có một nghiệm

	[image: ]



	[image: ]





Ví dụ 3: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  
Giải:
Txđ: D=R









	x 
	

-        -1       0       1     +   

	

	        -      0  +  0   -   0   +

	y
	

+                 -3              + 
  -4               -4



[image: ]
4. 
Đồ thị hàm số 







	D =ad - bc > 0
	D = ad - bc < 0

	[image: ]
	[image: ]










Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
                                                       Giải:

 TXĐ: 
 Sự biến thiên:


 <0 

Suy ra hàm số luôn nghịch biến trên 
Hàm số không có cực trị.


 


Suy ra x=1 là TCĐ.

   
Suy ra y=1 là TCN.
[image: ]
 Đồ thị:
[image: ]

Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
Giải:



TXĐ 
Sự biến thiên:

y'=

Suy ra hàm số luôn đồng biến trên 
x=2 là tiệm cận đứng
y= -1 là tiệm cận ngang
                          [image: ]
[image: ]
III. SỰ TƯƠNG GIAO CỦA CÁC ĐỒ THỊ
Giả sử hàm số y =f(x) có đồ thị là (C1) và hàm số y = g(x) có đồ thị là (C2). Để tìm hoành độ giao điểm của (C1)  và (C2), ta phải giải phương trình f(x) =  g(x).
Giả sử phương trình trên có các nghiệm là x0, x1, x2 ... Khi đó, các giao điểm
của (C1)  và (C2) là M0(x0, f(x0 )), Mi(xi, f(xi )),....
Ví dụ:
a. Vẽ đồ thị hàm số y = x3 +3x2 -2
Giải:

                                   
b/ Sử dụng đồ thị biện luận số nghiệm của pt : x3 +3x2 -2 = m
Giải:
Số nghiệm của pt bằng số giao điểm của đồ thị hs y = x3 +3x2 -2 và đường thẳng y = m.
m>2       : phương trình có một nghiệm 
m = 2     : phương trình có hai nghiệm
-2<m<2  : phương trình có 3 nghiệm
m = -2    : phương trình có hai nghiệm
m<-2      : phương trình có một nghiệm

BÀI TẬP
1. khảo sát đồ thị hàm số bậc ba sau:


2. khảo sát đồ thị hàm số bậc bốn sau:


3. khảo sát đồ thị hàm phân thức sau:


4. Khảo sát đồ thị hàm số. Từ đó tìm số nghiêm của các phương trình sau:



5.a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 

b. Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo tham số m: 


ÔN TẬP CHƯƠNG I

1. Tìm khoảng đơn điệu của các hàm số sau:


2. Tìm cực đại, cực tiểu của hàm số sau:


3. Tìm tiệm đứng và tiệm cận ngang của hàm số sau:


4. Khảo sát các hàm số sau:


Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận số nghiệm của phương trình sau:



CHƯƠNG II. HÀM SỐ LŨY THỪA, HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LOGARIT

§1. LŨY THỪA

I. KHÁI NIỆM LŨY THỪA
1. Lũy thừa với số mũ nguyên
Cho n là một số nguyên dương. Với a là số thực tuỳ ý, luỹ thừa bậc n của a là tích của n thừa số a





	Với 

                           	

	Trong biểu thức , ta gọi a là cơ số, n là số mũ. 
· Chú ý:    0° và a-n không có nghĩa.

    Ví dụ 1: Tính giá trị biểu thức


                              
                                         Giải 
                     



2. Phương trình 
a) Trường hợp n lẻ :
  Với mọi số thực b,phương  trình có nghiệm duy nhất.
b) Trường hợp n chẵn:
· Với b < 0, phương trình vô nghiệm;
· Với b = 0, phương trình có một nghiệm x = 0;
· Với b > 0, phương trình có hai nghiệm trái dấu.
3. Căn bậc n 

a) Khái niệm: Cho số thực b và số nguyên dương n (n2). Số a được gọi là căn bậc n của b nếu an = b.
· 


Với n lẻ và b: có duy nhất một căn bậc n của b, kí hiệu là 
· Với n chẵn và b < 0: không tồn tại căn bậc n của b;
· Với n chẵn và b = 0: có một căn bậc n của b là số 0;
· 

Với n chẵn và b > 0: có hai căn trái dấu, kí hiệu giá trị dương là , còn giá trị âm là .
b) Tính chất căn bậc n

         
Ví dụ 2: Rút gọn biểu thức 

 a)

b)
                                  Giải:

a) 

b) 
4. Luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 

    Cho số thực a dương và số hữu tỉ    [image: ], trong đó . Luỹ thừa của a với số mũ r là ar xác định bởi 



                             
Ví dụ 3: Tính a)                                         
                              Giải:

 

II. TÍNH CHẤT CỦA LUỸ THỪA VỚI SỐ MŨ THỰC





· 

Nếu a > 1 thì  <=> 
· 

Nếu a < 1 thì <=> 
BÀI TẬP ÁP DỤNG
Bài 1. Tính


                                                                   


                                           d)  2-1 ,  13,75 ,  

   e)  980 ,  321/5  ,  

Bài 2. Tính


 a/                                                    b/ 


  c/                                                  d/ 
Bài 3. Rút gọn biểu thức


a/                                      b/  




2. HÀM SỐ LUỸ THỪA
I. KHÁI NIỆM  


Hàm số   được gọi là hàm số luỹ thừa .

Ví dụ 1: 
· 

Chú ý: Tập xác định của hàm số luỹ thừa  tuỳ thuộc vào giá trị của
· 

 nguyên dương: D = 
· 


 nguyên âm hoặc=0: D = \{0}
· 
không nguyên: D = (0;)
II. ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ LŨY THỪA




Ví dụ 2: 






· Chú ý:


Ví dụ 3: 

                                                

III. KHẢO SÁT HÀM SỐ LŨY THỪA 
	y = xa, a> 0
	y = xa, a<0

	
1. Tập xác định:D =
	
1. Tập xác định: D = 

	2. Sự biến thiên
	2. Sự biến thiên

	

	


	Giới hạn đặc biệt :
	Giới hạn đặc biệt:

	

	


	Tiệm cận : Không có
	Tiệm cận :

	
	Ox là tiệm cận ngang,

	
	Oy là tiệm cận đứng của đồ thị.



· Chú ý: Khi khảo sát hàm số lũy thừa với số mũ cụ thể, ta phải xét hàm số đó trên toàn  bộ tập xác định của nó.

Ví dụ 4: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thi hàm số 

 Tập xác định: 

Sự biến thiên: <0

Hàm số luôn nghịch biến trên D 
· 

TC :  ;
· Đồ thị có tiệm cận ngang là trục hoành, tiệm cận đứng là trục tung




BBT :     x     -                    +

                               -

              y      +   
				      0
Đồ thị: 	




		
			


                                           BÀI TẬP
1. Tìm tập xác định của các hàm số

a. y= 

b. y= 

	c. y=
2. Tính đạo hàm của các hàm số sau


      a) y =                          b) y=
3. Khảo sát sự  biến thiên và vẽ đồ thị hàm số


      a) y=                                           b)


§3. LÔGARIT

I. KHÁI NIỆM LÔGARIT




 1. Định nghĩa: Cho 2 số dương a, b với a 1. Số  thỏa mãn đẳng thức  được gọi là lôgarit cơ số a của b và kí hiệu là 




Ví dụ 1:  vì 


                vì 

2. Tính chất: Cho hai số dương a và b,  a 1.
Ta có tính chất sau:
· 

· 


 = b,  = 


Ví dụ 2:  a) A =  = 



                       = =  = 


            b) B = = 


                      = = 


                      = = = 1024
II. QUY TẮC TÍNH LÔGARIT
 1. Lôgarit của một tích

   Định lý 1: Cho 3 số dương a, b1, b2 với a1, ta có : 



					 =  + 

   Ví dụ 3:  
2. Lôgarit của một thương

  Định lý 2: Cho 3 số dương a, b1, b2 với a1, ta có : 



						 =  - 

 Ví dụ 4:  
3. Lôgarit của một lũy thừa


 Định lý 3: Cho 2 số dương a, b với  a 1. Với mọi số , ta có

						

Đặc biệt:            
Ví dụ 5: 

            
III. ĐỔI CƠ SỐ 

 Định lý 4: Cho 3 số dương a, b, c với  ta có 

							
Đặc biệt: 



(b); 
IV. LÔGARIT THẬP PHÂN – LÔGARIT TỰ NHIÊN
1. Lôgarit thập phân: là lôgarit cơ số 10.  

                  được viết là logb hoặc lgb
2. Lôgarit tự nhiên : là lôgarit cơ số e  

                       được viết là lnb
                                            BÀI TẬP
Bài 1: Tính giá trị biểu thức  



A = ;      B = 	 
Bài 2: Tính



a) 		b) 		c) 



d) 	e) 		f) 
Bài 3: Tính



a) 		b) 		c) 



d) 		e) 	f) 









                                    §4. HÀM SỐ MŨ. HÀM SỐ LÔGARIT

A. LÝ THUYẾT 
I. HÀM SỐ MŨ 
1. Định nghĩa 
Giả sử a > 0 và a ≠ 1
Hàm số y = ax được gọi là hàm số mũ cơ số a 

· Lưu ý: hàm số y = ex còn được kí hiệu là y = exp(x).
2. Đạo hàm 
Định lí 1
a) Hàm số y = ax có đạo hàm tại mọi x và
(ax)’ = axlna

Ta có:          (ex)’ = ex

b) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm  trên K thì hàm hợp y = au cũng có đạo hàm trên K và


Ta có:     (eu)’ = u’eu        và  
     

Ví dụ 1:      
a/   (2x)’ = 2xln2 
b/  (3cosx)’ = (cosx)’ .3cosxln3 = -sinx.3cosxln3 
c/  (e2x)’ = (2x)’e2x = 2 e2x
d/  (esinx)’ = (sinx)’ esinx = cosx esinx
3. Khảo sát hàm số y = ax , (a>0, a≠1)

	a>1
	0<a<1

	a)  Tập xác định là R ; tập giá trị là khoảng (0;+∞)
b) Đồng biến trên R
c) Đồ thị : 

-Đi qua điểm M(0;1)
-Nằm phía trên trục hoành
-Nhận trục hoành làm tiệm cận ngang

	a)  Tập xác định là R ; tập giá trị là khoảng (0;+∞)
b) Nghịch biến trên R
c) Đồ thị : 

-Đi qua điểm M(0;1)
-Nằm phía trên trục hoành
-Nhận trục hoành làm tiệm cận ngang


	1

M
0
y = ax
x
y

	0
y
M
1
y = ax
x




II. HÀM SỐ LÔGARIT 
1. Định nghĩa 

Giả sử a>0 và a≠1. Hàm số   được gọi là hàm số lôgarit cơ số a.
Lưu ý:

 kí hiệu y = logx (hoặc lgx) là  hàm số lôgarit cơ số 10
                       y = lnx  là hàm số lôgarit cơ số e.
2. Đạo hàm 
Định lí 2 
a) 
Hàm số    có đạo hàm tại mọi điểm tại mọi  x > 0 và


b) 
Nếu hàm số u = u(x) >0 và có đạo hàm trên K thì hàm hợp   có đạo hàm trên K và	

 
Ví dụ 2: 


3. 
Khảo sát hàm số , (a > 0, a≠1)

	a> 1
	0 < a < 1

	a) Tập xác định: D = (0;+∞); 
tập giá trị là R 
b) Đồng biến trên khoảng (0;+∞)
c) Đồ thị : 
-Đi qua điểm M(1;0)
-Nằm ở bên phải trục tung
-Nhận trục tung làm tiệm cận đứng.

	a) Tập xác định: D = (0;+∞); 
tập giá trị là R 
b) Nghịch biến trên khoảng (0;+∞)
c) Đồ thị : 
-Đi qua điểm M(1;0)
-Nằm ở bên phải trục tung
- Nhận trục tung làm tiệm cận đứng.


	0
1
y=logax
x
y
M

	
1
y=logax
x
M
y
0




B. BÀI TẬP 
            1/Tìm tập xác định của các hàm số
a) ; b)  ; 
            c) ; d) 
         2/ Tìm x thỏa 
a)   2x > 0,25 ;  b)  (0,5)x < 16 ;  c) ; d) 





ÔN TẬP CHƯƠNG II

1/ Cho . Tính giá trị của biểu thức .



Kiên, em bổ sung thêm vài bài tập ôn chương nữa nhé







                                          [image: ]










PHẦN B. HÌNH HỌC

Chương I. KHỐI ĐA DIỆN

§1. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN


A. KIẾN THỨC CƠ BẢN
       I. KHỐI LĂNG TRỤ VÀ KHỐI CHÓP
· Khối lăng trụ (khối chóp, khối chóp cụt) là phần không gian được giới hạn bởi một hình lăng trụ (hình chóp, hình chóp cụt) kể cả hình lăng trụ (hình chóp, hình chóp cụt) ấy.
· Tên gọi và các thành phần: đỉnh, cạnh, mặt bên, … được đặt tương ứng với hình tương ứng.
                                              [image: ]                [image: ]
· Điểm trong – Điểm ngoài.
Ví dụ 1: Hộp bánh đó là hình lăng trụ, hình kim tự tháp ai cập đó là hình chóp, hình quả cân đó là hình chóp cụt.
   II. KHÁI NIỆM VỀ HÌNH ĐA DIỆN VÀ KHỐI ĐA DIỆN
    1. Khái niệm về hình đa diện
     Hình đa diện là hình được tạo bởi một số hữu hạn các đa giác thoả mãn hai tính chất:
      a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể: hoặc không có điểm chung, hoặc chỉ có một đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung.S
A
E
B
C

    b) Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác.
      


 Ví dụ 2: Hình đa diện
                                     [image: ]            [image: ]D


Ví dụ 3:  Hình không phải đa diện
                                       [image: ]                     [image: ]
2. Khái niệm về khối đa diện
 Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi một hình đa diện, kể cả hình đa diện đó.
 Tên gọi và các thành phần: đỉnh, cạnh, mặt bên, … được đặt tương ứng với hình đa diện tương ứng.
 Điểm trong – Điểm ngoài              [image: ]
  Miền trong – Miền ngoài
 Mỗi hình đa diện chia các điểm còn lại của không gian thành hai miền không giao nhau là miền trong và miền ngoài của hình đa diện, trong đó chỉ có miền ngoài là chứa hoàn toàn một đường thẳng nào đấy.
  Ví dụ 4: Viên kim cương là khối đa diện.
III. HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU
1. Phép dời hình trong không gian
 Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng mỗi điểm M  với điểm M xác định duy nhất được gọi là một phép biến hình trong không gian.
 Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm tuỳ ý.

a) Phép tịnh tiến theo vectơ 

                                             [image: ]
b) Phép đối xứng qua mặt phẳng (P)

	                                                   [image: ]
– Nếu M  (P) thì M  M,
– Nếu M  (P) thì MM nhận (P) làm mặt phẳng trung trực.
c) Phép đối xứng tâm O

	                                            [image: ]
– Nếu M  O thì M  O,
– Nếu M  O thì MM nhận O làm trung điểm.
d) Phép đối xứng qua đường thẳng 

	                                                      [image: ]
– Nếu M   thì M  M,
– Nếu M   thì MM nhận  làm đường trung trực.
Nhận xét:
 Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình.
 Nếu phép dời hình biến (H) thành (H) thì nó biến đỉnh, mặt, cạnh của (H) thành đỉnh, mặt, cạnh tương ứng của (H).



Ví dụ 5: Cho hình lập phương ABCD.ABCD có tâm O. Tìm ảnh của tứ giác ABCD qua:

                                 [image: ]

a) Phép tịnh tiến theo .
b) Phép đối xứng qua mặt phẳng (BBDD).
c) Phép đối xứng tâm O.
d) Phép đối xứng qua đường thẳng AC.
2. Hai hình bằng nhau
 Hai hình đgl bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này thành hình kia.
 Hai đa diện đgl bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa diện này thành đa diện kia.
Ví dụ 6: Cho hình hộp ABCD.ABCD. Chứng minh hai lăng trụ ABD.ABD và BCD.BCD bằng nhau.
                                         [image: ]
IV. PHÂN CHIA VÀ LẮP GHÉP CÁC KHỐI ĐA DIỆN
Nếu khối đa diện (H) là hợp của hai khối đa diện (H1) và (H2) sao cho (H1) và (H2) không có chung điểm trong nào thì ta nói có thể chia được khối đa diện (H) thành hai khối đa diện (H1) và (H2), hay có thể lắp ghép hai khối đa diện (H1) và (H2) với nhau để được khối đa diện (H).
       [image: ]          [image: ]                 [image: ]
Ví dụ 7: Cho khối lập phương ABCD.ABCD.
a) Chia khối lập phương thành 2 khối lăng trụ.
b) Chia khối lăng trụ ABD.ABD thành 3 khối tứ diện.
Nhận xét: Một khối đa diện bất kì luôn có thể phân chia được thành những khối tứ diện.
                [image: ]    [image: ]   [image: ]

                                       BÀI TẬP
1/ Chia một khối lập phương thành 5 khối tứ diện.
                                               [image: ]
2/ Chia một khối lập phương thành 6 khối tứ diện bằng nhau.
a) Nêu cách chia ?
b) Nêu cách chứng minh các khối tứ diện bằng nhau?
                                      [image: ]
3/ Chứng minh rằng nếu khối đa diện có các mặt là tam giác thì số mặt phải là số chẵn. Hãy chỉ ra những khối đa diện như thế với số mặt bằng 4, 6, 8, 10.
4/ Chứng minh rằng nếu khối đa diện có các mặt là tam giác và mỗi đỉnh là đỉnh chung của 3 cạnh thì đó là khối tứ diện.


§2. KHỐI ĐA DIỆN LỒI VÀ KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU

I. KHỐI ĐA DIỆN LỒI
 Khối đa diện (H) được gọi là  khối đa diện lồi nếu đoạn thẳng nối hai điểm bất kì của (H) luôn thuộc (H). Khi đó đa diện xác định (H) được gọi là đa diện lồi.
Ví dụ 1: Các khối lăng trụ tam giác, khối hộp, khối tứ diện là 
những khối đa diện lồi.

           [image: ]	 [image: ]                             
Ví dụ 2: Khối đa diện không lồi 
                                   [image: baitap1-7]
Nhận xét: Một khối đa diện là khối đa diện lồi khi và chỉ khi miền trong của nó luôn nằm về một phía đối với mỗi mặt phẳng chứa một mặt của nó.
                                      [image: ]
II. KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU
Khối đa diện đều là khối đa diện lồi có các tính chất sau:
a) Mỗi mặt của nó là một đa giác đều p cạnh.
b) Mỗi đỉnh của nó là đỉnh chung của đúng q mặt.
Khối đa diện đều như vậy được gọi là khối đa diện đều loại (p; q).
Định lí: Chỉ có 5 loại khối đa diện. Đó là các loại [3; 3], [4; 3], [3; 4], [5; 3], [3; 5].
    [image: ]  [image: ]      [image: ]
Từ trái qua phải lần lượt là các khối tứ diện đều, khối lập phương, khối bát diện đều, khối mười hai mặt đều, khối hai mươi mặt đều.
                                    Bảng tóm tắt của năm loại khối đa diện đều
                         [image: ]
Ví dụ 3:  Chứng minh rằng:
a) Trung điểm các cạnh của một tứ diện đều là các đỉnh của một hình bát diện đều.
b) Tâm các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của một hình bát diện đều.
                                                      Giải
                                                 [image: ]
a) Cho tứ diện đều ABCD, cạnh bằng a. Gọi I, J, E, F, M và N lần lượt là trung điểm của các cạnh AC, BD, AB, BC, CD, và DA.       
Tám tam giác đều trên tạo thành một đa diện có các đỉnh I, J, E, F, M, N mà mỗi đỉnh là đỉnh chung của đúng bốn tam giác đều. Do đó đa diện ấy là đa diện đều loại 
{3; 4}, tức là hình bát diện đều.                                                                   
                                          [image: ]
b) 
Cho hình lập phương có các cạnh bằng a.



Gọi I, J, E, F, M và N lần lượt là tâm của các mặt ABCD, , ABBA, 






BC,  và của hình lập phương. Để ý rằng 6 điểm trên cùng lần lượt là trung điểm của các cạnh AC,  và  của tứ diện đều nên theo câu a) sáu điểm đó là các đỉnh của hình bát diện đều.
                            
                                             BÀI TẬP


1/ Cho hình lập phương (H). Gọi (H) là hình bát diện đều có các đỉnh là là tâm các mặt của (H). Tính tỉ số diện tích toàn phần của (H) và (H).
2/ Chứng minh rằng tâm của các mặt của hình tứ diện đều là các đỉnh của một hình tứ diện đều.
3/ Cho hình bát diện đều ABCDEF. Chứng minh rằng:
a) Các đoạn thẳng AF, BD và CE đôi một vuông góc với nhau và cắt nhau tại trung điểm mỗi đường.
b) ABFD, AEFC và BCDE là những hình vuông.
                                       [image: ]






§3. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN

I. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN
 Thể tích của khối đa diện (H) là một số dương duy nhất V(H) thoả mãn các tính chất sau:
a) Nếu (H) là khối lập phương có cạnh bằng 1 thì V(H) = 1.
b) Nếu hai khối đa diện (H1), (H2) bằng nhau thì V(H1)=V(H2).
c) Nếu khối đa diện (H) được phân chia thành hai khối đa diện (H1), (H2) thì 
	                        V(H) = V(H1) + V(H2).
 V(H) cũng được gọi là thể tích của hình đa diện giới hạn khối đa diện (H).
 Khối lập phương có cạnh bằng 1 được gọi là  khối lập phương đơn vị.
Ví dụ 1: Tính thể tích của khối hộp chữ nhật có 3 kích thước là những số nguyên dương.
a) Có thể chia (H1) thành bao nhiêu khối (H0)?
b) Có thể chia (H2) thành bao nhiêu khối (H1)?
c) Có thể chia (H) thành bao nhiêu khối (H2)?
          [image: ] [image: ] [image: ]
Định lí: Thể tích của một khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước của nó.
  V= abc

Ví dụ 2: Gọi a, b, c, V lần lượt là ba kích thước và thể tích của khối hộp chữ nhật. Tính và điền vào ô trống:

	a
	b
	c
	V

	1
	2
	3
	

	4
	
	3
	24

	

	2
	3
	

	1
	

	
	1







II. THỂ TÍCH KHỐI LĂNG TRỤ
Định lí: Thể tích khối lăng trụ bằng diện tích đáy B nhân với chiều cao h.V= B.h


                    [image: ]                                            [image: ]
 Ví dụ 3: Gọi S, h, V lần lượt là thể diện tích đáy, chiều cao và thể tích khối lăng trụ. Tính và điền vào ô trống:
	S
	h
	V

	8
	7
	

	
	8
	4

	8
	
	4

	
	

	12

	
	
	


Ví dụ 4: Cho lăng trụ đều ABCD.ABCD cạnh đáy bằng a. Góc giữa đường chéo AC và đáy bằng 600. Tính thể tích của hình lăng trụ.
                                        [image: ]

Hướng dẫn:  và 
           h = CC = AC.tan600 

		  = 

 V = SABCD.CC = .

Ví dụ 5: Hình lăng trụ đứng ABC.ABC có đáy ABC là một tam giác vuông tại A, AC = b, . Đường chéo BC của mặt bên BBCC tạo với mp(AACC) một góc 300. Tính thể tích của lăng trụ.


    Hướng dẫn:                                                              
               AC = AB.cot300 = 3b

             CC = 

              V = .
III. THỂ TÍCH KHỐI CHÓP

Định lí: Thể tích khối chóp bằng  diện tích đáy B nhân với chiều cao h.
		 
V = 



                                                                                                                             
	S
	h
	V

	8
	7
	

	
	8
	4

	8
	
	4

	
	

	12


Ví dụ 6: Gọi S, h, V lần lượt là thể diện tích đáy, chiều cao và thể tích khối chóp. Tính và điền vào ô trống:




Ví dụ 7: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC. Tính thể tích khối chóp nếu biết:
a) AB = a và SA = b.                                                       
b) SA = b và góc giữa mặt bên và đáy bằng .
                               Hướng dẫn



a) h = SO = 	=                                                                       
b) 


	   

              
Ví dụ 8: Cho hình lăng trụ tam giác ABC.ABC. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AA, BB. Đường thẳng CE cắt CA tại E. Đường thẳng CF cắt CB tại F. Gọi V là thể tích khối lăng trụ ABC.ABC.
a) Tính thể tích khối chóp C.ABFE theo V.
b) Gọi khối đa diện (H) là phần còn lại của khối lăng trụ ABC.ABC sau khi cắt bỏ đi khối chóp C.ABFE. Tính tỉ số thể tích của (H) và của khối chóp C.CEF.
                                                                                                       [image: ]

BÀI TẬP
1. Cho lăng trụ tam giác ABC. ABC có đáy ABC là một tam giác đều cạnh a và điểm A cách đều các điểm A, B, C. Cạnh bên AA tạo với mặt phẳng đáy một góc 600.
a) Tính thể tích khối lăng trụ.
b) Chứng minh BCCB là một hình chữ nhật.
2. Cho tam giác ABC vuông cân ở A và AB = a. Trên đường thẳng qua C và vuông góc với mp(ABC) lấy điểm D sao cho CD = a. Mặt phẳng qua C vuông góc với BD cắt BD tại F và cắt AD tại E. Tính thể tích khối tứ diện CDFE theo a.

3. Cho hình chóp S.ABC. Trên các đoạn thẳng SA, SB, SC lần lượt lấy 3 điểm A, B, C khác S. Chứng minh:

                               



BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG I
1. Cho hình chóp tam giác S.ABC có AB = 5a, BC = 6a, CA = 7a. Các mặt bên SAB, SBC, SCA tạo với đáy một góc 600. Tính thể tích khối chóp đó.

                                                                                                
2. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh AB = a. Các cạnh bên SA, SB, SC tạo với đáy một góc 600. Gọi D là giao điểm của SA với mặt phẳng qua BC và vuông góc với SA.
a) Tính tỉ số thể tích của hai khối chóp S.DBC và S.ABC.
c) Tính thể tích của khối chóp S.DBC.

                                                                                               
3. Cho hình chóp tam giác O.ABC có ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau và OA = a, OB = b, OC = c. Tính độ dài đường cao OH của hình chóp.
  

                                                                                                                                        
1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh SA= a và SA vuông góc với đáy.
a) Tính thể tích khối chóp S.ABC.
b) Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng  (SBC).
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§1. KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY

I. SỰ TẠO THÀNH MẶT TRÒN XOAY
Trong không gian, cho mặt phẳng (P) chứa đường thẳng  và một đường (C). Khi quay (P) quanh  một góc 3600 thì mỗi điểm M trên (C) vạch ra một đường tròn có tâm O thuộc  và nằm trên mp vuông góc với . Khi đó (C) sẽ tạo nên một hình được gọi là mặt tròn xoay. (C) được gọi là đường sinh của mặt tròn xoay đó.  được gọi là trục của mặt tròn xoay.
                                               [image: ]
II. NẶT NÓN TRÒN XOAY
1. Mặt nón tròn xoay
Trong mặt phẳng (P) có hai đường thẳng d và  cắt nhau tại điểm O và tạo thành góc nhọn . Khi quay (P) xung quanh  thì d sinh ra một mặt tròn xoay được gọi là mặt nón tròn xoay đỉnh O.  gọi là trục, d gọi là đường sinh, góc 2 gọi là góc ở đỉnh của mặt nón đó.
                                              [image: ]                   

2. Hình nón tròn xoay
Cho OIM vuông tại I. Khi quay nó xung quanh cạnh góc vuông OI thì đường gấp khúc OMI tạo thành một hình được gọi là hình nón tròn xoay.
– Hình tròn (I, IM): mặt đáy
– O: đỉnh
– OI: đường cao
– OM: đường sinh
– Phần mặt tròn xoay sinh ra bởi OM: mặt xung quanh.
                                                   [image: ]
3. Khối nón tròn xoay
Phần không gian được giới hạn bởi một hình nón tròn xoay kể cả hình nón đó được gọi là khối nón tròn xoay.
– Điểm ngoài: Điểm không thuộc khối nón.
– Điểm trong: Điểm thuộc khối nón nhưng không thuộc hình nón.
– Đỉnh, mặt đáy, đường sinh
4. Diện tích xung quanh của hình nón
a) Một hình chóp được gọi là nội tiếp hình nón nếu đáy của hình chóp là đa giác nội tiếp đường tròn đáy của hình nón và đỉnh của hình chóp là đỉnh của hình nón.
Diện tích xung quanh của hình nón là giới hạn của diện tích xung quanh của hình chóp đều nội tiếp hình nón đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn.
a) Diện tích xung quanh của hình nón bằng nửa tích độ dài đường tròn đáy với độ dài đường sinh:	



Diện tích toàn phần của hình nón bằng tổng diện tích xung quanh và diện tích đáy.
· 
Chú ý: Nếu cắt mặt xung quanh của hình nón theo một đường sinh rồi trải ra trên một mặt phẳng thì ta được một hình quạt có bán kính bằng độ dài đường sinh và một cung tròn có độ dài bằng chu vi đường tròn đáy của hình nón. Khi đó: 
                   [image: ]                      [image: ]                     [image: ]
5. Thể tích khối nón
Thể tích khối nón là giới hạn của thể tích khối chóp đều nội tiếp khối nón đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn, với h là khoảng cách từ đỉnh tới đáy. Khi đó: 

				
III. MẶT TRỤ TRÒN XOAY
1. Mặt trụ tròn xoay
   Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng  và l song song nhau, cách nhau một khoảng bằng r. Khi quay (P) xung quanh  thì l sinh ra một mặt tròn xoay được gọi là mặt trụ tròn xoay.  gọi là trục, l gọi là đường sinh, r là bán kính của mặt trụ đó.
                                                [image: ]
2. Hình trụ tròn xoay
 Xét hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình đó xung quanh đường thẳng chứa 1 cạnh, chẳng hạn AB, thì đường gấp khúc ADCB tạo thành một hình được gọi là hình trụ tròn xoay.
– Hai đáy.
– Đường sinh.
– Mặt xung quanh.
– Chiều cao.
                                                [image: ]
3. Khối trụ tròn xoay
  Phần không gian được giới hạn bởi một hình trụ kể cả hình trụ đó được gọi là khối trụ tròn xoay.
– Điểm ngoài.
– Điểm trong.
– Mặt đáy, đường sinh, chiều cao
4. Diện tích xung quanh của hình trụ
a) Một hình lăng trụ được gọi là nội tiếp một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng trụ nội tiếp hai đường tròn đáy của hình trụ.
Diện tích xung quanh của hình trụ là giới hạn của diện tích xung quanh của hình lăng trụ đều nội tiếp hình trụ khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn.

b) Diện tích xung quanh của hình trụ bằng tích độ dài đường tròn đáy và độ dài đường sinh. Khi đó: 	
Diện tích toàn phần của hình trụ bằng tổng diện tích xung quanh và diện tích của hai đáy.
Chú ý: Nếu cắt mặt xung quanh của hình trụ theo một đường sinh, rồi trải ra trên một mặt phẳng thì sẽ được một hình chữ nhật có một cạnh bằng đường sinh l và một cạnh bằng chu vi đường tròn đáy. Khi đó: 

	
   [image: ]                       [image: ]                    [image: ]

5. Thể tích khối trụ
 Thể tích khối trụ là giới hạn của thể tích khối lăng trụ đều nội tiếp khối trụ đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn, với h là khoảng cách giữa hai mặt đáy. Khi đó: 

                                      

Ví dụ 1. Cho tam giác OIM vuông tại I, góc , IM = 2a. Khi quay OIM quanh cạnh góc vuông OI thì đường gấp khúc OMI tạo thành một hình nón tròn xoay.
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón đó.
b) Tính thể tích khối nón tròn xoay tạo thành.

[image: ]

                                             Giải
Ta có: l = OM = 4a.  Do đó: Sxq = rl = 4a2


Ta có: h = OI = 2 V = 
Ví dụ 2. Cho hình nón tròn xoay có đường cao h = 20cm, bán kính đáy r = 25 cm.
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón.
b) Tính thể tích khối nón tạo thành.
c) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 12 cm. Tính diện tích thiết diện đó.

                                         
                                          Giải



a) Ta có: . Sxq = rl = .25. =125 cm2.

b)  Thể tích khối nón là: cm3

c) Ta có: OH  SI (I là trung điểm của AB),  Do đó:  OI = 15 (cm)
 AB = 2IB =40cm,  SI =25cm là đường cao của tam giác SAB.

Vậy: .

Ví dụ 3. Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục của hình nón ta được một tam giác SAB vuông cân tại S có cạnh huyền bằng .
a) Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng.
b) Cho dây cung BC của đường tròn đáy hình nón sao cho mp(SBC) tạo với mp chứa đáy hình nón một góc 600. Tính diện tích tam giác SBC.

                                            
                             Giải


a) , , l = a. Khi đó: 




 ; 





 b) Ta có: . Do đó : OH = , BC=2HB=, SH = .

 

                                                         BÀI TẬP

Bài 1: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều ABC cạnh a, cạnh bên  vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi H là trung điểm BC. Cho tam giác SAB quay quanh SA 3600 để tạo thành hình nón. Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng.

Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD, đáy là hình vuông cạnh a, SA= vuông góc với đáy. Cho tam giác SAC quay quanh SA 3600 để tạo thành hình nón. Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng.
Bài 3. Cho hình nón tròn xoay có độ dài đường sinh l = 40cm, bán kính đáy r = 20 cm.
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón.
b) Tính thể tích khối nón tạo thành.
c) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 5 cm. Tính diện tích thiết diện đó.

Bài 4. Một hình trụ có bán kính đáy R và đường cao . A và B là 2 điểm trên 2 đường tròn đáy sao cho góc hợp bởi AB và trục của hình trụ là 300.
a) Tính diện tích thiết diện qua AB và song song với trục của hình trụ.
b) Tính Sxq, Stp, V của khối trụ.






§2. MẶT CẦU

I. MẶT CẦU VÀ CÁC KHÁI NIỆM LIÊN QUAN ĐẾN MẶT CẦU
1. Mặt cầu

Tập hợp những điểm M trong không gian cách điểm O cố định một khoảng không đổi bằng r (r > 0) được gọi là mặt cầu tâm O bán kính r. Kí hiệu S(O; r).	
 Một mặt cầu được xác định nếu biết tâm và bán kính của nó.
        [image: ]                                    [image: ]                         [image: ]
2. Điểm nằm trong và nằm ngoài mặt cầu. Khối cầu
 Cho S(O; r) và điểm A bất kì.
– OA = r  A nằm trên (S)
– OA < r  A nằm trong (S)
– OA > r  A nằm ngoài (S)
 Tập hợp các điểm thuộc S(O; r) cùng với các điểm nằm trong mặt cầu đó được gọi là khối cầu hoặc hình cầu tâm O bán kính r.
3. Đường kinh tuyến và vĩ tuyến của mặt cầu
– Mặt cầu là mặt tròn xoay được tạo bởi một nửa đường tròn quay quanh trục chứa đường kính của đường tròn đó.
– Giao tuyến của mặt cầu với các nửa mặt phẳng có bờ là trục của mặt cầu được gọi là kinh tuyến của mặt cầu.
– Giao tuyến (nếu có) của mặt cầu với các mặt phẳng vuông góc với trục được gọi là vĩ tuyến của mặt cầu.
– Hai giao điểm của mặt cầu với trục được gọi là hai cực.
4. Biểu diễn mặt cầu
Nhận xét: Hình biểu diễn của mặt cầu qua phép chiếu vuông góc là một hình tròn.
– Vẽ một đường tròn có tâm và bán kính là tâm và bán kính của mặt cầu.
– Vẽ thêm một vài kinh tuyến, vĩ tuyến của mặt cầu đó.
                  [image: ]                    [image: ]


II. GIAO CỦA MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG
Cho mặt cầu S(O; r) và mặt phẳng (P). Đặt h = d(O, (P)).
 h > r  (P) và (S) không có điểm chung.
 h = r  (P) tiếp xúc với (S).

 h < r  (P) cắt (S) theo đường tròn tâm H, bán kính .

[image: ][image: ][image: ][image: ]
Chú ý:
 Điều kiện cần và đủ để (P) tiếp xúc với S(O; r) tại H là (P) vuông góc với OH tại H.
 Nếu h = 0 thì (P) cắt (S) theo đường tròn tâm O bán kính r. Đường tròn này được gọi là đường tròn lớn và (P) được gọi là mặt phẳng kính của mặt cầu (S).
III. GIAO CỦA MẶT CẦU VỚI ĐƯỜNG THẲNG. TIẾP TUYẾN CỦA MẶT CẦU
Cho mặt cầu S(O; r) và đường thẳng . Gọi d = d(O, ).
 d > r   và (S) không có điểm chung.
 d = r   tiếp xúc với (S).
 d < r   cắt (S) tại hai điểm M, N phân biệt.
[image: ][image: ][image: ]
· Chú ý:
· Điều kiện cần và đủ để đường thẳng  tiếp xúc với mặt cầu S(O; r) tại điểm H là  vuông góc với bán kính OH tại H.  được gọi là tiếp tuyến, H được gọi là tiếp điểm.
· Nếu d = 0 thì  đi qua tâm O và cắt (S) tại hai điểm A, B. AB là đường kính của (S).
Nhận xét:
a) Qua một điểm A nằm trên mặt cầu S(O; r) có vô số tiếp tuyến của (S). Tất cả các tiếp tuyến này đều nằm trên mặt phẳng tiếp xúc với (S) tại A.
b) Qua một điểm A nằm ngoài mặt cầu S(O; r) có vô số tiếp tuyến với (S). Các tiếp tuyến này tạo thành một mặt nón đỉnh A. Khi đó độ dài các đoạn thẳng kẻ từ A đến các tiếp điểm đều bằng nhau.                                                      
– Tại mỗi điểm trên đường tròn có 1 tiếp tuyến.
– Qua 1 điểm nằm ngoài đường tròn có 2 tiếp tuyến. Các đoạn tiếp tuyến là bằng nhau.
                                             [image: ]         [image: ]
 Mặt cầu được gọi là nội tiếp hình đa diện nếu mặt cầu đó tiếp xúc với tất cả các mặt của hình đa diện.
 Mặt cầu được gọi là ngoại tiếp hình đa diện nếu tất cả các đỉnh của hình đa diện đều nằm trên mặt cầu.

                                                       
IV. CÔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH MẶT CẦU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CẦU
  Cho mặt cầu S(O; r).

 Diện tích mặt cầu:	

 Thể tích khối cầu:	
· Chú ý:
  Diện tích mặt cầu bằng 4 lần diện tích hình tròn lớn của mặt cầu đó.
 Thể tích khối cầu bằng thể tích khối chóp có diện tích đáy bằng diện tích mặt cầu và có chiều cao bằng bán kính của khối cầu đó.

Ví dụ 1. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng , SAC vuông tại S. Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.


                                            Giải
   SAC vuông tại S  OS = OA = OC
           OS = OA = OC = OB = OD

           O là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. Khi đó: R = OA = .
Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABC có SA = a, SB = b, SC = c và ba cạnh SA, SB, SC đôi một vuông góc. Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.

                                                          
                                              Giải
Gọi I là trung điểm của AB. Khi đó: I là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác SAB. Qua I dựng trục  vuông góc với mặt phẳng đáy. Mặt trung trực của SC cắt  tại một điểm O. Khi đó: 
 OA = OB = OC = OS O   và O thuộc mặt phẳng  trung trực của SC.



R = OA = = 
Ví dụ 3.  Cho mặt cầu bán kính 2cm. Tính thể tích của hình lập phương:
a) Nội tiếp mặt cầu.
b) Ngoại tiếp mặt cầu.


                                      
                                                 Giải:


 Cạnh hình lập phương nội tiếp mặt cầu:	a = cm  V1 = cm3.

 Cạnh hình lập phương ngoại tiếp mặt cầu: b = 4cm  cm3
Ví dụ 4.  Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B và SA  (ABC). Gọi O là trung điểm của SC. 
a) Chứng minh A, B, C, S cùng nằm trên một mặt cầu.

b) Cho SA = BC = a và AB = . Tính bán kính mặt cầu trên.

                                                    
                                                         Giải:
a)  SAC vuông tại A  OA = OC = OS
    SBC vuông tại B OB = OC = OS

b) Ta có:

	    SC = 2a  R = a.

                                                    BÀI TẬP 

Bài 1: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều ABC cạnh a, cạnh bên  vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi H là trung điểm BC. Xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp, tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.

Bài 2. Cho hình chóp S.ABCD, đáy là hình vuông cạnh a, SA= vuông góc với đáy. Xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp, tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.
Bài 3. Cho một hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy là a, cạnh bên hợp với đáy một góc 600.
a) Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.
b) Tính diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu tương ứng.
Bài 4.  Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B và SA  (ABC). Gọi O là trung điểm của SC. 
a) Chứng minh A, B, C, S cùng nằm trên một mặt cầu.

b) Cho SA = BC =  và AB = a. Tính bán kính mặt cầu trên.


§3. HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN

I. TOẠ ĐỘ CỦA ĐIỂM VÀ CỦA VECTƠ
1. Hệ toạ độ



 Hệ toạ độ Đề–các vuông góc trong không gian là hệ gồm 3 trục xOx, yOy, zOz vuông góc với nhau từng đôi một, với các vectơ đơn vị , , .

	                                                 [image: ]

	
A. Toạ độ của một điểm
                                                   [image: ]

        M(x; y; z) 
Ví dụ 1: Xác định các điểm M(0;0;0), A(0; 1; 2), B(1; 0; 2), C(1; 2; 0) trong không gian Oxyz.
2. Toạ độ của vectơ



Nhận xét:

 
 Toạ độ của các vectơ đơn vị:


 




Ví dụ 2: Trong KG Oxyz, cho hình hộp chữ nhật ABCD.ABCD có đỉnh A trùng với O, các vectơ ,  theo thứ tự cùng hướng với  và AB = a, AD = b, AA = c. Tính toạ độ các vectơ , với M là trung điểm của cạnh CD.


                                                                                           
II. BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ

Định lí: Trong KG Oxyz, cho. Khi đó:



     


   			(k  )
· Hệ quả:

	
· 
Với :

   	 
· 
Cho 

               

M là trung điểm của đoạn AB: 
III. TÍCH VÔ HƯỚNG
1. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng

Định lí: Trong KG Oxyz, cho:.

                
2.Ứng dụng
a) Độ dài của một vectơ

      
b) Khoảng cách giữa hai điểm

     
c) Góc giữa hai vectơ

     

   Từ đó suy ra 
Ví dụ 3: Trong KG Oxyz, cho A(1;1;1), B(–1;2;3), C(0;4;–2).




a) Tìm toạ độ các vectơ , , ,  (M là trung điểm của BC).


b) Tìm toạ độ của vectơ:   , 


c) Tính các tích vô hướng:     , 
IV. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU
Định lí: Trong KG Oxyz, mặt cầu (S) tâm I(a; b; c), bán kính r có phương trình:
       


                                                                                                         [image: ]
Ví dụ 4:  Viết phương trình mặt cầu có tâm I(1; –2; 3) và bán kính r = 5.
Nhận xét: Phương trình:


 với  là phương trình mặt cầu có tâm 

I(–a; –b; –c) và bán kính  .
Ví dụ 5: Xác định tâm và bán kính của mặt cầu có phương trình:

                      
                                         Giải 
Phương trình mặt cầu đã cho tương đương với phương trình sau:

                  
Vậy mặt cầu đã cho có tâm I = (-2; 1; -3), bán kính r =3.
Ví dụ 4: Xác định tâm và bán kính của mặt cầu có phương trình:
a) 

           c) 
b) 

           d) 
Ví dụ 5: Viết phương trình mặt cầu (S):

a) (S) có tâm I(1; –3; 5), r = 
b) (S) có tâm I(2; 4; –1) và đi qua điểm A(5; 2; 3)
c) (S) có đường kính AB với A(2; 4; –1), B(5; 2; 3).
                                         BÀI TẬP 

1. Cho ba vectơ .

a) Tính tọa độ của vectơ .

b) Tính tọa độ của vectơ .
2. Cho ba điểm A = (1; -1; 1), B = (0; 1; 2), C = (1; 0; 1).
Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC.


3. Cho hình hộp ABCD. biết A = (1; 0; 1), B = (2; 1; 2), D = (1; -1; 1), . Tính tọa độ còn lại của hình hộp.
4. Tính 






      a)  với , ;             b)  với , .
5. Tìm tâm và bán kính của các mặt cầu có phương trình sau:

    a) 

    b) 
6. Lập phương trình mặt cầu trong hai trường hợp sau:
   a) Có đường kính AB với A = (4; -3; 7), B = (2; 1; 3).
   b) Đi qua điểm A = (5; -2; 1) và có tâm C = (3; -3; 1).


ÔN TẬP CHƯƠNG II


Bài 1. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng , SAC vuông tại S. Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.
Bài 2. Cho hình chóp S.ABC có SA = 3, SB = 4, SC = 5 và ba cạnh SA, SB, SC đôi một vuông góc. Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.

Bài 3. Cho tam giác OIM vuông tại I, góc , IM = a. Khi quay OIM quanh cạnh góc vuông OI thì đường gấp khúc OMI tạo thành một hình nón tròn xoay.
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón đó.
b) Tính thể tích khối nón tròn xoay tạo thành.
Bài 4. Cho hình nón tròn xoay có đường cao h = a, bán kính đáy r = b.
a) Tính diện tích xung quanh của hình nón.
b) Tính thể tích khối nón tạo thành.
c) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là d. Tính diện tích thiết diện đó.

Bài 5. Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục của hình nón ta được một tam giác SAB vuông cân tại S có cạnh huyền bằng .
a) Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng.
b) Cho dây cung BC của đường tròn đáy hình nón sao cho mp(SBC) tạo với mp chứa đáy hình nón một góc 450.Tính diện tích tam giác SBC.
Bài 6. Cho mặt cầu bán kính r. Tính thể tích của hình lập phương:
a) Nội tiếp mặt cầu;                  b) Ngoại tiếp mặt cầu.
Bài 7. Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’cạnh a
    a. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương
    b. Tính diện tích mặt cầu tiếp xúc với tất cả các mặt của hình lập phương
Bài 8. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chop tam giấc đều có cạch đáy bằng a và chiều cao bằng h
Bài 9. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp, tam giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao h
Bài 10. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SABC

biết SA = a, SB = b, SC = c và SA, SB, SC đôi một vuông góc. CMR:  điểm S, trọng tâm ABC, và tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SABC thẳng hàng.
Bài 11. Từ một điểm M nằm ngoài mặt cầu S(O; r) kẻ hai đường thẳng cắt mặt cầu lần lượt tại A, B và C, D.
a) Chứng minh: MA.MB = MC.MD
b) Đặt MO = d. Tính MA.MB theo r và d.

Bài 12. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật với AB = a, AD = 2a, cạnh SA vuông góc với đáy, cạnh SB tạo với mặt phẳng đáy một góc 600. Trên cạnh SA lấy điểm M sao cho AM = . Mặt phẳng (BCM) cắt cạnh SD tại N. Tính thể tích khối chóp S.BCNM.

Bài 13. Cho hình lập phương ABCD.ABCD có cạnh bằng a và điểm K thuộc cạnh CC sao cho CK = . Mặt phẳng (P) qua A, K và song song với BD, chia khối lập phương thành hai khối đa diện. Tính thể tích của hai khối đa diện đó.

Bài 14.  Cho bốn điểm A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1), D(-2; 1; -1).
a) Chứng minh A, B, C, D là bốn đỉnh của một tứ diện.
b) Tìm góc giữa hai đường thẳng AB và CD.
c) Tính độ dài đường cao của hình chóp A.BCD.
Bài 15. Cho mặt cầu (S) có đường kính là AB biết rằng A(6; 2; -5), B(-4; 0; 7).
a) Tìm tọa độ tâm I và bán kính r của mặt cầu (S).
b) Lập phương trình của mặt cầu (S).
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